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Des calculs en λ-calcul

Exercice 1 Combinateurs de point �xe

Un combinateur de point �xe est un terme (clos) C tel que, pour tout terme M , CM ↔∗β M(CM).
Soient

• V = λy. x(yy) et Y = λx. V V

• Z = λzx. x(zzx) et Θ = ZZ.

• $ = λabc...opqst...xyzr. r(thisisafixedpointcombinator) et Γ = $$ . . . $︸ ︷︷ ︸
26

Prouver que Y , Θ et Γ sont des combinateurs de point �xe.

Parmi ces trois, lesquels véri�ent la propriété additionnelle que, pour tout M , CM →∗β M(CM) ?

Dé�nir une variante �francophone� de Γ.

Appel par valeur Les valeurs sont des lambda termes clos de la forme λx.M

λx.M ⇓v λx.M

M ⇓v λx.L N ⇓v V2 L{x/V2} ⇓v V1

M N ⇓v V1

(λx.M)V ;v M{x/V }

M ;v M
′

M N ;v M
′N

N ;v N
′

V N ;v V N
′

Appel par nom Les valeurs sont des lambda termes clos de la forme λx.M

λx.M ⇓n λx.M

M ⇓n λx.L L{x/N} ⇓n V
M N ⇓n V

(λx.M)N ;n M{x/N}

M ;n M
′

M N ;n M
′N

Exercice 2 (Recursion en appel par valeur et par nom)

• réduisez ΘM sur M(ΘM) en appel par nom, small step

• que pouvez-vous dire en appel par nom, big step?

• pouvez-vous reduire ΘV sur M(ΘV ) en appel par valeur, small step?

• calculez en appel par nom, small step et big step, Θ(λx.λy.x)

• essayez de faire de même en appel par valeur

• dé�nissez une variante Θv de Θ adaptée au calcul en appel par valeur
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Exercice 3 Donner de dérivations de types, si possible, pour les termes suivants :

1. λfλx.f x x

2. (λfλx.f (f z)) (λx.x)

3. (λfλgλx.f (g x)) (λx.x) (λy.y (y z)) z′

Exercice 4 λ-dé�nissabilité des fonctions récursives

L'ensemble R des fonction récursives partielles, sous-ensemble de⋃
n∈N
{f | f est une fonction partielle de Nn dans N}

est dé�ni inductivement comme suit:

Fonction de base de R:

• 0 : N ∈ R (la constante 0)

• S : N → N ∈ R (la fonction successeur)

• πnk : Nn → N ∈ R (la k-ième projection, pour k ≤ n)

R est clos par:

• composition:

si h : Nk → N ∈ R, g1, ..., gk : Nn → N ∈ R et on dé�nit f : Nn → N par

f(x1, ..., xn) = h(g1(x1, ..., xn), ..., gk(x1, ..., xn))

alors f ∈ R.

• récursion primitive:

si g : Nn−1 → N ∈ R et h : Nn+1 → N ∈ R, et on dé�nit f : Nn → N par

f(0, x1, ..., xn−1) = g(x1, ..., xn−1)

f(Sx, x1, ..., xn−1) = h(f(x, x1, ..., xn−1), x, x1, ..., xn−1)

alors f ∈ R.

• minimisation:

si g : Nn+1 → N ∈ R et on dé�nit f : Nn → N par

f(x1, ..., xn) =
{
min A si A = {k ∈ N | g(k, x1, ..., xn) = 0 et ∀h < k g(h, x1, ..., xn) est dé�ni } 6= ∅
indé�ni sinon

alors f ∈ R.

1. Soit fact(n) = n!. Montrer que fact : N → N ∈ R.

2. Prouver que toutes les fonctions récursives partielles sont λ-dé�nissables, c.à.d. que pour tout f :
Nk → N ∈ R il existe un λ-terme Mf tel que, pour tout n1, ..., nk ∈ N , Mfn1...nk a comme forme

normale f(n1, ..., nk) si f(n1, ..., nk) est dé�ni, et Mfn1.nk n'a pas de forme normale si f(n1, ..., nk) est

indé�ni.
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