Applications de la compacité propositionnelle

En 1977, Appel et Haken prouvent le théoréme des 4 couleurs! :

Il suffit de 4 couleur pour colorier les noeuds de tout graphe
planaire fini de telle sorte que deux noeud adjacents n'aient pas
la méme couleur.

Le théoreme de compacité nous permet de prouver alors :

Théoreme (4-coloriage des graphes planaires infinis)
Il suffit de 4 couleur pour colorier les noeuds de tout graphe planaire infini
de telle sorte que deux noeud adjacents n'aient pas la méme couleur.

Résolution

Méthode par réfutation :

A Aiff AU {-A} insatisfaisable iff A U {—A} est réfutable?

Forme Normale Conjonctive (FNC)

Définition :

— Un littéral est une formule de la forme p ou —p, ou p est une lettre
propositionnelle quelconque.

— Une clause est une formule de la forme i1 V...V 1,, n > 0, ol chaque
I; est un littéral. La clause vide® (n = 0) s'écrit L.

— Une formule est en forme normal conjonctive ssi elle est de la forme
Dy A...ANDyp,n >0, 0ouchaque D; est une clause.

Forme Normale Disjonctive (FND)

Définition :

— Une conjonction élémentaire est une formule de laforme iy A ... Aly,
n > 0, ou chaque [; est un littéral.La conjonction élémentaire vide
(n =0) s'écrit T.

— Une formule est en forme normal disjonctive ssi elle est de la forme
Cy V...V Cy, n>0,00chaque C; est une conjonction élémentaire.

Every planar map is four colorable.lllinois J. Math. 21 (1977)
3a ne pas confondre avecl’ensemble vide de formules!

Existence de la FND et de la FNC

Théoreme : Soit A une formule.
— Il existe une formule A; en FND telle que A; = A.
— Il existe une formule A, en FNC telle que A; = A.

Lemme :Soit A = {4;,...,A,} et FNCa = {Ey,..., E,} ou chaque E;
est une FNC de A;. Pour chaque E; de la forme D;, A ... A D;, on construit
Cg, = {Dj,,...,D;,}. Soit Ca = U <<, CE,. Alors A est satisfaisable ssi
C est satisfaisable. T

La méthode derésolution

Pour prouver qu'un ensemble A de clauses est non satisfaisable, la réso-
lution construit une suite A € A; C ... A, ... d'ensembles de clauses t.q.
A; 41 est satisfaisable ssi A; I'est.
Etapes élémentaire :
1. si A; contient deux clauses DV p et CV —p, et (DV C) ¢ A;, alors
A=A Uu{(DV )}
Comme cas particulier, si A; contient p et —p, alors A3 = A; U{L}
2. si A; contient une clause C VpVp, et CVp & A;, alors Ay =

N.B. on travaille modulo associativité et commutativité de V.
Dérivation par résolution

Notation : Si il existe unit.q. A € A;, alors on écrit A = A.

Exemple : Soit A = {p V r V s,r V s, —r}. On peut construire :
{pVrVs,rVv-os-r}
{pVrVvs,rVv-s,-rpVrVvr}
{pVrVvs,rV-s,—r,pVrvrp\Vr}
{pVrVvs,rVv-as,—r,pVrVvr,pVrp}

Donc {pVrVs,rV-s,—r} =gp.



Réfutation

Définition : Un ensemble de clauses A est réfutable ssi A =g L.
Exemple : Soit A = {pVr Vs,rV s, —r, —p}, alors

{pVrVsrV-s-r -p}
{pVrvs,rVv-as,-r,-ppVrvr}
{pVrVvsrV-as,—r,—ppVrVrp\Vr}
{pVrVvs,rVv-s,—r,—p,pVrVrpVrp}
{pVrvVsrV-as,—r,-ppVrVrpVrp L}

Donc A = {pVrVs,rV-s,—r,—p} est réfutable.

Propriétés de la résolution

Théoréme :La résolution est correcte, i.e., si A = A, alors A = A et
si A =g L, alors A est insatisfaisable.

Théoréme :La résolution est complete, i.e., si A = A, alors A =i A et
si A est insatisfaisable, alors A =p L.

Résolution comme dérivation

On peut aussi présenter la méthode de résolution comme un systéme dé-
ductif avec deux seules régles :

Dvp CV-p p P _—
——————— (coupure) ———— (cas particulier)
DvcC ( )
DVpVp
Zpp (factorisation)
DVp

Ou D et C sont des clauses.
Dérivation par résolution

Exemple :
pVvrVvs rV-s
pVvVrvr -

pVr
p

Notation : Une dérivation de la clause p & partir de I'ensemble {p vV r v
s,V —s, -} s'écrit

{pVrvs,rv-s,-rtkgrp

Réfutation

Définition : Un ensemble de clauses A est réfutable ssi A i L.
Exemple :
pvVrVs rV-s
pVvVrvVvr -r

-p
pvr

p
€

{pVrVvs,rv-os-r,-pttr L



